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A. MO DÁU 

Phirang trinh lugng giác lá van dé quan trong vá quen thuóc trong chircmg trinh 
toán hgc bác THPT cüng nhu trong các de thi tuyén sinh dai hoc. Viéc giái thánh 
thao phutmg trinh lugng giác da tró thánh nhiém vu vá cüng lá mong muón cüa 
moi hoc sinh. Tuy nhién, su phong phú cüa cóng thúc lugng giác da gáy khó khan 
cho hoc sinh trong viéc dinh huóng lói giái. Néu dinh huóng khóng tót sé dán dén 
bién dói vóng vo, khóng giái dugc hoác lói giái sé dái dóng, khóng dep. Cán tró 
náy phán náo lám nán chí các em hoc sinh. Mót so em da sg hgc vá xác dinh bó 
phán phucmg trinh lugng giác. Vói mong muón giúp hgc sinh khác phuc khó khan 
náy, tói viet bái viét náy. Bái viét dua ra mót só dinh huóng bien dói phuong trinh 
dua trén nhüng dáu hiéu dác biét. Nhó dó hgc sinh nhanh chóng tim ra lói giái cüa 
bái toán, tiét kiém thói gian, tu tin hcrn truác các phuong trinh lugng giác. 

Bái viét dugc chia thánh ba phán: 

Phán A: Trinh báy su cán thiet vá nói dung bái viét. 

Phán B: Nói dung bái viét, phán náy chia thánh các muc nhó duói dáy 

I. Nhán dang nhán tu chung dua váo dáng thúc co' bán 

II. Phuong trinh bác 2 dói vói sin*, eos*. 

III. Nhám nghiém dác biét dé xác dinh nhán tú chung 

IV. Sú dung cóng thúc dác biét 

V. Thay thé háng só báng dáng thúc luong giác 
Phán C: Trinh báy mót só bái táp tuang tu. 

Tuy da rát có gáng, mong muón bái viét có chát lugng tót nhát nhung do han ché ve 
thói gian vá hiéu biét nén khóng tránh khói nhüng thiéu sót, tói rát mong nhán dugc 
su góp y chán thánh cüa các ban dóng nghiép vá cáp trén dé bái viét dugc hoán 
thién hcm. 
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Moi y kién dóng góp 
thongqna @ gmail .com. 


MÓI THÁNG MQT CHÚ DÉ 


dóc giá xa gán vui lóng giri ve dia chi mail: 


Quáng Nam, ngáy 15 tháng 07 nam2017 
TRÁN THÓNG 


Tran Tháng 


Trang 3 



MÓI THÁNG MQT CHÚ DÉ 


B. PHU’OfNG PHÁP PHÁN TÍCH THÁNH NHÁN TÜ'TRONG VIÉC GIÁI 
PHU’ONG TRÍNH LUONG GIÁC 
1. Nhán dang nhán tú chung dirá váo dáng thúc co' bán 

Khi trong phucmg trinh lirang giác xuát hién nhüng biéu thúc có dáu hiéu cúng 
nhán tú chung néu nhán dang dugc ta sé bién dói dúng huóng vá de dáng giái 
dugc. Viéc phát hién nhán tú chung dói hói phái nám dugc nhüng dáng thúc ca 
bán. Sau dáy lá mót so dáng thúc quen thuóc: 

• Nhán tú sin x +eos x : 

• eos 2x = eos 2 x - sin 2 x = (eos x - sin x)(cos x + sin jc) 

• l + sin2x = (sinx+cosjc) 2 

• 1 + tan 

• 1 + cot 

• >/2sin 

• Nhán tú sin x —eos x: 

• eos 2x = eos 2 x - sin 2 x = (eos x - sin x)(cos x +sin x) 

• 1 — sin 2x = (sin x— cosa ) 2 

• 1-tan 

• 1 - cot 

• >/2sin 


eos x — sin x 
cosx 

sin x —eos x 
sinx 

x h— =sinx-cosx 
4 ) 


-T— V2<=< 


cosx + sinx 


sinx + cosx 


<4 = 


sinx + cosx 
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• Nhán tír 1 ±sin x : eos 2 x = (1 + sin x)(l - sin x) 

• Nhán tír l±cosx: sin 2 x = (l + cosx)(l— cosx) 

• Nhán tír 1 ± 2sinx: 

• 4cos 2 x - 3 = 1 - 4sin 2 x = (1 - 2sin a)(1 + 2sin x ) 

• eos 3a: = cosx(4cos 2 x - 3) = cosx(l - 2 sin x)(l + 2 sin x) 

• Nhán tír 1 ± 2cos x: 

• 4sin 2 x—3 = 1—4cos 2 x = (1 — 2cosx)(l + 2cosx) 

• sin 3x = sin x(3 — 4 sin 2 x) = sin x(2cos x -1)(2 eos x+1) 

• Mót so dáng thúc khác: 

• cotx —tanx = 2cot2x 

2 

• tan x + cot x =- 

sin2x 

• eos 3x+sin 3x=(eos x—sin x)(l + 2 sin 2x) 

• eos 3x - sin 3x = (eos x + sin x)(l — 2 sin 2x) 

Dé tháy ro hon tám quan trong va lqi ích cúa các dáng thúc co bán trén ta xem mót 
vái vi du. 

Vi du 1.1(DH 2007 - KA). Giái phirong trinh: 

(1 + sin 2 x)cos x + (1+eos 2 x)sin x = 1 + sin 2x (1.1) 

Phán tích: Khai trién ve trái phuong trinh tháy doi xúng vói sin x, eos x nén xuat 
hién nhán tú sinx+cosx. Vé phái lá l + sin2x = (sinx+cosx) 2 chúa nhán tú 
sinx + cosx. Vi váy ta có lói giái. 

Giái: 
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pt(n) <=> sin x + eos x + sin xcos x(sin x + eos x) = (sin x + eos x) 2 
<=> (sin x+eos x)(l + sin xcos x - sin x - eos x) = 0 
<=> (sinx+cosx)(l-sinx)(l —cosx) = 0 


sinx + cosx = 0 



<=> sinx = l 
cosx = l 


—+k2n (lee. 
2 


x = k2n 


Váy phucrng trinli có 3 ho nghiém. 

Vi du 1.2(DH 2005 - KB). Giái phirong trinh: 


l + sinx+cosx+sin2x+cos2x = 0 


( 1 . 2 ) 


Phán tích: Vi trong plurong trinh xuát hién sinx+cosx,l + sin2x,cos2x nén dé 
dáng nhán tháy nhán tú la sin x +cosx. 

Giái: 

pt( 1.2) <=> sinx + eos x+(sin x + eos x) 2 + eos' x — sin 2 x = 0 

<=> sin x + eosx + (sin x + eos x) 2 + (eosx - sin x)(cosx + sin x) = 0 
<=> (sin x+eos x)(l + sin x+eos x + eos x—sin x) = 0 
<=> (sin x+eos x)(l + 2 eos x) = 0 


sinx+cosx = 0 



(k e Z). 


cosx = — 


2 



Váy plurong trinh có 3 ho nghiém. 
Vi du 1.3. Giái phucmg trinh: 



(1.3) 
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Phán tích: Pt(1.3) <=> 2sin2ACOs2A + 4cos2A-4(sinA+eosA) = 0. Váy phucmg 
trinh chúa nhán tu sin a + eos a. 

Giái: 

Pt( 1.3) <=> 2sin 2* eos 2a + 4cos 2x - 4(sin a + eos a) =0 

<=> 2sin 2a(cos“ x — sin' x) + 4(cos" a— sin" x) - 4(sin x +eos x) = 0 
<=> 4 sin x eos a(cos x— sin a)(cos x + sin x) + 4(cos x - sin x)(cos x + sin x) 

— 4(sin x +eos x) = 0 

<=> (sin x + eos x) (sin acos a(cos a — sin a)+ eos a - sin a - 1 ) = 0 
rsinA + eosA = 0 (1.3.1) 

[sin a eos a(cos a — sin a) + eos a —sin a -1 = 0 (1.3.2) 


Giái (1.3.1): sinA + cosA = 0<=> x=—— + kzr, IceZ. 

4 

Giái (1.3.2): Bát f = cosA-sinA = -\/2cos^A + ^j,--\/2 </<>/2. Phucmg trinh 
(1.3.2) tróthánh: 

r + / —1=0<=>/ 3 —3/ + 2 = 0<=>r = l. 

2 


Vói t = l=>cos . 




Váy phucmg trinh có 3 ho nghiém. 

Vi du 1.4(DH 2003 - KA). Giái phuomg trinh: 

, eos 2a 1 . _ ,, .. 

cot a —1 =- tsin'A —sin 2a (1.4) 

1 + tan a 2 

Phán tích: Phucmg trinh có chúa cot a—1, eos 2a nén ta nghí den nhán tú chung 
sin a— COSA. 


Giái: 
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BKXB: x^k.—,xJ=—— + kn. 
2 4 


Pt( 1.4) 


eos*-sin* cosacos 2 x — sin 2 x) . 

<=>-=-i-sin' x — sinocos x 

sin* sin* + cos* 

eos*-sin* cos*(cos*-sin*)(cos* + sin*) , . 

<=>-=---—-- + sin*(sin* 

sin* sin *+eos* 

«(eos * — sin *)(1 - sin *cos * + sin 2 *) = 0 


eos* - sin* = 0 
, 1 . „ 1—cos2* 


* = — + kn, k e Z (tm) 
4 

sin 2* + eos 2* = 3 (vn) 


Váy phircmg trinh có mót ho nghiém. 

Vi du 1.5(DH 2008 - KD). Giái phuong trinh: 

2sin *(1 + eos 2*) + sin 2* = 1 + 2cos * (1.5) 

Phán tích: Phirong trinh xuát hién 1 —sin2*, eos2*, eos*—sin* 
phuong trinh có nhán tú eos*—sin*. 

Giái: 


Pt( 1.5) <=> 2sin * - 2cos * + 2sin *(cos' *—sin 2 *) + 2sin *cos *-1=0 
<=> 2(sin *—eos *) + 2 sin *(cos* - sin*)(cos*+sin *) - (sin * - 
<=> (sin *—eos *)(2 - 2 sin * eos * — 2 sin" *—sin *+eos *) = 0 
<=> (sin *—eos *)(—2sin *cos *+2cos 2 * - sin * + eos *) = 0 
<=> (sin *—eos *)" (2cos * +1) = 0 

sin*—cos* = 0 

<=> 1 
eos* =- 

L 2 

Váy phuong trinh có 3 ho nghiém. 

Vi du 1.6. Giái phuong trinh: eos 2 * + eos* + sin 3 * = 0 (1.6) 


= —i- kre 

4 

. 2ji 


(k e Z). 


— eos*) 


nén dé tháy 


eos*)" = 0 
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Phán tích: Phirong trinh chúa sin 3 x, túc lá chúa sin 2 a = (1 -cosjc)(1 +cosx). Nhir 
váy nhán tü cüa phircmg trinh lá eos x +1. 

Giái: 

Pt( 1.6) <=> eos *(cos x +1) + sin x(l - eos 2 x) = 0 

<=> eos a (cos x+ 1) + sin jc(1 - eos x)(l + eos a) = 0 
<=> (eos x + l)(cos x +sin x - sin x eos x) = 0 
|"cosa: = — 1 ( 1 . 6 . 1 ) 

[^cos a+ sin x — sin x eos x = 0 (1.6.2) 


Giái (1.6.1): cosx = -l <=> x = n + k2jt, k eZ 


Giái (1.6.2): Bát / = shia:+cos;c = 'V2cos^.y--^J,--\/2 <t<s¡2. Phucrng trinh 
(1.6.2) tro thánh: 

[t = l + y¡2 (/) 

í 2 — 2f — 1 = 0 <=> _ . 

Lt = l-V2 ( tm) 


-42 = 


eos x -h 


J-Ví, 


1-V2 


Váy phucrng trinh có 3 ho nghiém. 

Vi du 1.7. Giái phuong trinh: C ° S V * C0S A —— = 2(1 + sin x) (1.7) 

sin x + cosa 

Phán tích: Nhin váo phuong trinh vá dua váo các dáng thúc co bán dé dáng suy ra 
1 + sin x nhán tír chung. 

Giái: 
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Pt( 1.7) <» (1 - sin *)(1 + sin jc)(cos x - 1) = 2(1 + sin Jt)(sin x +eos x) 

<=> (1 + sin *)(cos x — sin ;tcos x +sin x — 1 - 2sin x— 2cos x) = 0 
<=> (1 + sin *)(cos x + sin x eos x +sin x +1) = 0 
<=> (1 + sin x) 2 (cos x +1) = 0 


rsin^: = -l 
>\ <= 
[_cos_r = — 1 


-- + k2x 


(k G Z). 


Váy plurong trinh có 2 ho nghiém. 

Vi du 1.8. Giái phirong trinh: 4cos 2 Jt+(2sinx-l)(2sin2x + l) = 3 (1.8) 


Phán tích: Trong phirong trinh có 4cos 2 x — 3 túc lá chúa nhán tú 2sin x — 1. 
Giái: 


Pt( 1.8) <=> 1 - 4sin 2 a:+( 2 sin ^ -1)(2 sin 2x + 1) = 0 

<=> (1 — 2 sin jc)( 1 + 2 sin x) + (2 sin x— l)(2sin 2x + 1) = 0 
<=> (1 — 2sin A')(sinx—2sinxcosx) = 0 
<=> sin *(1 - 2 sin jc)( 1 - 2 eos x) = 0 


2 

1 

cosx = — 


Váy phirong trinh có 5 ho nghiém. 
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II. Phuong trinh bác 2 doi vói sin x, eos x . 

❖ Phuong trinh chira sin a. cosa:: Dói veri phuong trinh dang náy ta nhóm só 
hang chúa sin a. eos a vói so hang chúa sin a - vá phán con lai cúa phircmg trinh dua 
ve tam thúc bác 2 dói vói cosa: hoác nhóm só hang chúa sin a. eos a vói só hang 
chúa cosa vá phan con lai cúa phirong trinh dua vé tam thúc bác 2 doi vói sin a dé 
tim nhán tú chung. 

Vi du 2.1. Giái phuongtrinh:l + sinA+cosA + sin2A+cos2A=0 (2.1) 

Phán tích: Neu nhóm sin2A vói cosa sé xuát hi?n nhán tú 2sinA+l. Ta kiém tra 
xem phán con lai có nhán tú trén khóng? Dua phán con lai cúa phucrng trinh vé tam 
thúc bác hai dói vói sinx:2 + sinx—2sin 2 x. Phán náy khóng chúa nhán tú 
2sinx+l. Váy ta nhóm sin2x vói sinx sé có nhán tú 2cosx+l. Phán con lai bien 
dói thánh 2cos 2 a + cosa có nhán tú 2cosx + l. 

Giái: 

Pt(2.1) <=> sinx+2sinxcosx + 2cos 2 a+cosx = 0 
«sin a(1 + 2cos a) + eos a(2cos a +1) = 0 
«(SÍnA + COSA)(2cOSA + l) = 0 


COSA = — 


sinA + cosA = 0 


2 



Váy phuong trinh có 3 ho nghiém. 

Vi du 2.2. Giái phuong trinh: -Jl sin^2 a + -^ 
Giái: Ta có: 


= 3sinA + cosA+2 (2.2) 


Pt(2.2)« sin2A+cos2A = 3sinA+cosA + 2 

« 2sin acosa — 3sinA+2cos 2 A— cosa -3 = 0 
<=>sinA(2cosA-3) + (2cosA - 3)(cos a+1) = 0 
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^ (2cosx —3)(sin;t + cos.x+l) = 0 
^sinx + cosx = -l 
. f x) 1 

^sin x + — =—¡= 
l 4 J VÍ 


Váy phucmg trinh có hai ho nghiém. 

sin 2x —eos 2x + 7sinx + 3cos;t + 3 


Vi du 2.3. Giái phucmg trinh: - 
Giái: 


DKXD: 


Khi dó: 


X*— + k2x 

6 (l€ Z). 

5/r .. 
x* - \-k2n 


Pt(2.3) <=> 2sin jrcosx+3cosA + 2sin 2 x + 5sin x+3 = 0 
<=> eos x(2 sin x + 3) + (2 sin x+ 3)(sin x + 1) = 0 
<=> (sin;t + cos.x + l)(2sin.x + 3) = 0<=>sinx + cosx = 

. ( n\ 1 

<=>sin x + — =— i=c 

( 4j Vi 


Váy phucmg trinh có 2 ho nghiém. 

Vi du 2.4. Giái phuong trinh:4sinx + 2cosx = 2+ 3tanx (2.4) 
Giái: 


DKXD: x*-+k2x,k-= 
2 

Khi dó: 


1 (2.3) 
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Pt(2.4) <=> 4sinxcosx + 2cos'x = 2cosx + 3sinx 

4sin x eos x — 2cos x + 2- 3sinx - 2sin 2 x 
<=> 2cos x(2sin x -1) - (2sin x - l)(sin x + 2) 
o (2sinx —l)(2cosx — sinx — 2) = 0 

sinx = — (2.4.1) 

<=> 2 

2cosx-sinx = 2 (2.4.2) 


Giái (2.4.1): sinx 


(leZ). 


Giái (2.4.2): 2cos x —sin x = 2 <=> eos x —= sin x = —= 

■Js 75 V5 


cosa = -p, sin a = . Phirong trinh (2.4.2) tro thánh 

v 5 -v/5 


\x = k2jt 

cos(x + a) = cosa <=> (ieZ). 

|_x=— 2a + k2x 

Váy phirong trinh có 4 ho nghiém. 


, , , sin2x + cos2x + 3sinx + cos. 

Vi du 2.5. Giai phircmg tnnh- 

cosx + 1 

Giái: 

BKXB: cosx*—\<=>x*7r + k27r,k eZ. 


PT da cho tirong dircmg vói 
2sinxcosx-cosx-2sin’x + 3sinx-l = 0 
<=> eos x(2 sin x -1) — (2 sin x — l)(sin x—1) = 0 

f2sinx-l = 0 

<=> (2 sin x - l)(cos x - sin x+1) = 0 <=> 

I eosx-sinx+l = 0 


= 0 
= 0 


. Goi a la góc thóa man 


= 2 (2.5) 


(2.5.1) 

(2.5.2) 
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Giái (2.5.1): 2sinA-l = 0<=>sinA 



(tm) 


2 



6 


Giái (2.5.2): 


eos x —sin x +1 = 0 <=> sin x - eos x = 1 <=> sin 



x = — + k2n (tm ) 
x = n + k2K (/) 


Váy phuong trinh có 3 ho nghiém. 

❖ Chú y: Cách giái náy cüng dutre áp (lung cito nhihtg phuong trinh có bác 
3. Nhóm só hang chira sinxcosx vói so hang chúa sin a vá phán cón lai cüa 
phuong trinh dua vé da thúc bác 3 dói vói cosjc hoác nhóm so hang chúa 
sin x. eos x vói só hang chúa cosa: vá phán cón lai cüa phuong trinh dua vé da thúc 
bác 3 dói vói sin x dé tim nhán tú chung. 

Vi du 2.6. Giái phuong trinh: 


eos 3a +eos 2a +sin 2a + sin a —5 eos a = 3 


( 2 . 6 ) 


Giái: 

Tacó 

eos 3a +eos 2a + sin 2a +sin a— 5 eos a =3 

cz> 4cos 3 a —3cos a +2cos 2 a —1 + 2sin acos a +2sin a — 5cos a— 3 = 0 
<=> 4cos 3 a + 2 eos 2 a —8 eos a —4 + sin a(2cos a +1) = 0 
<=> (2cos 2 a - 4)(2cos a +1) + sin a(2cos a+ 1) = 0 
<=> (2cos a +l)(2sin 2 a - sin a +2) 

1 

cosa = — 2tr 

<=> 2 <=>a = ±- i-k2/r,keZ. 

7 3 

2sin A-sinA+2=0 (vn) 

Vi du 2.7. Giái phuong trinh: 
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Giái: 


sin3A—3sin2A— 2cos2a + 3süia+3cosa— 2=0 (2.7) 


Pt(2.7)<=>3sin a— 4sin 3 A-6sinACOSA+2sin 2 A-l + 3sin a + 3cosa — 2 = 0 
<=> 4 sin 3 a- — 2sin 2 x— 6sin x + 3 + 3cos A(2sin a — 1) = 0 
o (2 sin a— 1)(2 sin 2 a - 3) + 3 eos a(2 sin a —1) = 0 
<=> (2sinA—l)(2sin 2 a + 3cosa— 3) = 0 


sin.v = i (2.7.1) 

2cos 2 a-3cosa+1 = 0 (2.7.2) 


Giái (2.7.1): sinA = - 


Giái (2.7.2): 2cos 2 a—3cosa+1 = 0c 


Váy phircmg trinh có 5 ho nghiém. 


❖ Phuong trinh khong chira sin a. eos a: Dói vói loai phuong trinh náy ta 
bién dói vé dang A" =B 2 . 

Vi du 2.8. Giái phirong trinh:cos2A+4cosA+2sinA+3 = 0 (2.6) 

Giái: 

Tacó: 
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cos2*+4cos* + 2sin*+3 = 0 

<=> eos 2 *—sin 2 * + 4 eos* + 2sin x + 3 = 0 

<=> eos 2 x + 4cos x + 4 = sin 2 x - 2sin x +1 

f sin x — eos x = 3 (vn ) 


> (eos x + 2) 2 = (sin x - 1) 2 <=> 


Ví 


sin* + cos* = -l 

= —— + k2n 

2 (k e Z). 

= 7t + klK 


Váy phirong trinh có 2 ho nghiém. 


DKXD: cos**0, tan** — 


= 2eos* 


> 5 + eos" * - sin' * = 6cos * + 4sin * 


>cos 2 * —6cos*+9 = sin 2 *+4sin*+4 
> (eos * - 3) 2 = (sin * + 2) 2 <=> 


eos * — sin * = 5 (vn) 
sin* + cos* = l 


> sin *+— > 


V2 


(kel 


Váy phirong trinli có 2 ho nghiém. 

III. Nhám nghiém clac biét dé xác dinh nhán tir chung 
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Trong mót só phuong trinh, viéc xác djnh nhán tú chung khá khó khan. Khi 
dó ta có thé nhám mót so nghiém dác biét dé xác dinh nhán tú chung. Tú dó dinh 
huóng dugc ró ráng cách bién dói phucmg trinh. 

Ta có thé thuc hién theo các biróc sau: 

Buóc 1: Nhám nghiém dác biét. 

Biróc 2: Kiém tra các giá tri dác biét tucrng úng vói nghiém tim dugc ó buóc 1. Tú 
dó xác dinh nhán tú chung. 

Buóc 3: Nhóm theo nhán tú dá xác dinh. 


Vi du 3.1. Giái phuong trinh: eos 3 a+ eos 2 a + sin 2 a + sin a— 5eos a = 3 (3.1) 

Buóc 1: Nháp váo máy tính cam tay phuong trinh trén: 

eos 3alpha x + eos 2alpha x +sin 2alpha x + sin alpha x—5 eos alpha x alpha = 3. 

Dúng lénh shift solve, man hinh xuát hién X = ?. Ta nháp mót giá tri, án = vá chó 
két quá. Hoác dúng lénh Cale dé thú mót so giá tri dác biét. Két quá la x = 120°. 
Buóc 2: Các giá tri dác biét tirong úng lá: 

+ * = -120° thi nhán tú sé lá 2cosx+l. 

+ x = 60° thi nhán tú sé lá 2sinx->/3 hoác 4sin 2 x—3. 

+ x = — 60° thi nhán tú sé lá tanx+>/3 hoác tan 2 x—3. 

Phuong trinh có nghiém núa lá x = 120°, túc có nhán tú 2cosx+1. Nhóm lám xuát 
hién nhán tú tim dugc. Dé tháy sin2.t + sinx = sinx(2cosx +1) nén phán cón lai 
cúa phuong trinh ta dua ve bác 3 dói vói cosa', chác chán có nhán tú 2cos.v+l. 
Giái: 
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Pt(3.1) <=> 4 eos 3 x —3 eos x + 2 eos 2 -1 + 2 sin xcos x +sin x —5 eos x - 3 = 0 
o 4cos 3 x + 2cos 2 x —Seos x— 4 + sin x(2cos x +1) = 0 
<=> (2cos x + l)(2cos 2 x - 4) + sin jr(2cos x + 1) = 0 
<=> (2cosA+l)(2cos 2 x + sinA-4) = 0 


COSA =- 

2 

2sin 2 a— sin a+ 2 = 0 (vn) 


<=>x=±— + Jc2 jr,/ceZ. 
3 


Váy phirong trinh có 2 ho nghiém. 
Vi du 3.2. Giái phuong trinh: 


sin 3 a— 3sin 2 a— 2cos 2 a+ 3sin a+ 3cos a—2 = 0 (3.2) 


Phán tích: Nhám nghiém tháy phircmg trinh có hai nghiém dác biét la 30°, 150° 
nén có nhán tír la 2 sin a - 1 . 

Giái: 

Pt(3.2)<=>3sin A-4sin 3 A-6sinACOSA+2sin 2 A-l + 3sinA+3cosA-2 = 0 
o 4sin 3 a— 2sin 2 a— 6sin a + 3 + 3cos A(2sin a — 1) = 0 
<=> (2 sin a— 1)(2 sin 2 a - 3)+3 eos x(2 sin a— 1) = 0 
<=> (2sinx—l)(2sin 2 a + 3cosa—3) = 0 


(3.2.1) 


2cos 2 a— 3 cosa +1 = 0 (3.2.2) 


x=-+k2n 

Giái (3.2.1): sinx = —<=> ^ (A:eZ). 

2 . _ 
a = —^—h k 2jt 


COSA = 1 


x = k2n 


Giái (3.2.2): 2cos 2 x—3 cosa +1 = 0 <=> 



(k eZ). 


cosa = — 


2 


Váy phuong trinh có 5 ho nghiém. 
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IV. Sir dung cóng thúc dác biét 

Mót so cóng thúc thuong dúng: 

• sinA+-V3cosA = 2sin^A- 

• sin* — >/3cosA = 2sin x 



• -73 sin a- feos a = 2sin[ x+— | = 2cos a— — 1 

K 6) l 3) 

• V3sinA-cosA = 2siní x — — ] = -2cos[ x + — 

l 6 ) l 3 

Dáu hiéu nhán dang phircmg trinh giái theo phirong pháp náy lá trong 

phuong trinh có chúa háng so y¡3. Hai hiróng chính bién dói phucmg trinh loai náy 

lá: + Dua phirong trinh vé dang eos A = eos B hoác sin A = sin B. 

+ Dirá vé phirong trinh bác 2 dói vói mót hám so lugng giác. 


❖ Dang 1: Dua phuong trinh vé dang eos A = eos B hoác sin A = sin B 

Vi du 4.1. Giái phuong trinh: 

4sin 3 — -73cos2a = 1 + 2cos :! Í a- —] (4.1) 

2 t 4j 

Giái: Ta có: 

Pt(4.1)o 2(1 -eos a) -V3cos2x = 1 +1 + eos 2a- - 


.V3 


cos(a + ^) =— sin2A+— —cos2a<=>cos(a + ^‘) = cos 2a- 
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2x — = x+rc + klrc 
6 « 
2x — — = — x — n + k2n 


(ke Z). 


Váy phirang trinh có 2 ho nghiém. 

Vi du 4.2. Giái phirong trinh: 

2cos 2 —-2x I + 73 cos4x = 4cos 2 x -1 (4.2) 


Giái: 

Tacó: 


Pt(4.2) <=> 1 + eos í ^ - 4x j + ^eos 4x = 2(1 + cos2x) —1 

o sin4x + -Jl cos4x = 2 eos 2x <=> eos f 4x — ^ J = eos 2x 


Váy phirong trinh có 2 ho nghiém. 

, . , . 2cos3xcosx +V3(l+sin2x) 

Vi du 4.3. Giai phirong trinh:- - - 


= 2>/3 


Giái: 

DKXD: x*-+k-,kel,. Khidó: 


(4.3) 
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Pt(4.3) o eos 4x + eos 2x + >/3 + ^3 sin 2x = S í 1 + -J3 eos 4x + y j ' 
« -J3 sin 4x + eos 4x = —(>/3 sin 2x + eos 2 x) 

<=> sinf 4x + — ] = —sin! 2x + — ] <=> sinf 4x + — ] = sin( -2x — 


4x + — = TC+2x+ — + k2rr 


t = — \-k7C 


Váy phircmg trinh có 2 ho nghiém. 

Vi du 4.4. Giái phirong trinh: 

2cos 2 2x — 2cos 2x+ 4sin 6x +eos 4x = 1 + 4\¡3 sin 3 .reos x 

Giái: 

Tacó: 

Pt(4.4) <=> 2cos4x-2cos2x+&sin3xcos3x = 4y/3sin3xcosx 
o —4 sin 3xsin x + 8 sin 3*cos 3x = 4\¡3 sin 3 .reos x 

rsin3;c = 0 

[_ 2 eos 3 x = sin x + -J3 eos x 


12 

71 , 7t 

=— + k — 


Váy phircmg trinh có 3 ho nghiém. 
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❖ Dang 2: Dua vé phircmg trinh bác 2 dói veri mót hám só lirong giác 

Vi du 4.5. Giái phirong trinh: 72(sinx + V3cosx) = 73cos2x —sin2x (4.5) 
Giái: Tacó: 

Pt(4.5) <=> -J2 í—sin .v +—cosx 1 + -sin 2x - —cos2.v = 0 

i. 2 2 J 2 2 

<=> sin ^2x - y j + y¡2 cos^x - ^ j = 0 

<=> 2sinf x - —Icosí x - —1 + 72 cosí x - —1 = 0 


2n , 

í =- VK7T 

3 


72 

2 


Váy phircmg trinh có 
3 ho nghi?m. 

Nhán xét: Biéu thúc 


dirói hám só liróng giác lá 2x sé nhóm vói —, x sé gán veri — hoác 2x sé nhóm 


. 2 n 


vói mót hám so lirong giác. 

Vi du 4.6. Giái phirong trinh: 73(sin2x+sinx)+cos2x-cosx=2 (4.6) 
Giái: 

Ta có: 
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Pt(4.6) <=> y¡3 sin 2x +eos 2x+\¡3 sin x —eos x — 2 = 0 


<=> -2sin 2 a: — 


= — + k2n (í: e Z). 

= jt + k2ji 


Váy phirong trinh có 3 ho nghiém. 

Vi du 4.7. Giái phirong trinh: 

eos 2x + y¡3 sin 2x - 4y¡3 eos x-4sinx+5 = 0 (4.7) 

Giái: 

Tacó: 


Pt(4.7)<=> — eos2x + — sin2x- 4\ —eosx + -sinx l + - = 0 


<=>-cos—cos2x + sin—sin2x-4 sin—eosx + eos—sin x + —= 0 


^^isin 2 x h— +8sin x + — 1 — 3 = 0 


sin x h— = — 
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Váy phucmg trinh có 2 ho nghiém. 

Vi du 4.8. Giái phucmg trinh: 3eosx—sin 2x = -»/3(cos2x + sin x) (4.8) 

Giái: 

Pt(4.8) o sin 2* + •JScoslx = 3 eos a: - >/3 sin x 


O sin(2x H—) = -Ji cos(x + —) 



Váy phuomg trinh có 3 ho nghiém. 

Vi du 4.9. Giái phucmg trinh:(l —sinx)(5 + 2sinx) = ->/3(sin2x-3cosx) 
Giái: 

Pt(4.9) <=> 4 - 3 sin x+ eos 2x = -J3 sin 2x - 3eos x 
<=> eos 2x->/3 sin 2x+3(>/3 eos x- sin x) + 4 = 0 
<=> cos^ 2x + j + 3 cosí x +j + 2 = 0 




- + kl7t 

+ k2jt (fceZ) 
— +i2w 


Váy phucmg trinh có 3 ho nghiém. 


(4.9) 
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V. Thay thé háng so báng dáng thúc luong giác 

Trong nhiéu bái toán neu thay thé khéo léo các háng so báng các giá tri 
luong giác hay biéu thúc luong giác sé cho cách giái ngán gon. Sau dáy ta di xét 
mót vái vi dy. 

-2^3 sin xc 


Vi du 5.1. Giái phuong trinh:- 
Giái: 

Dk : x* — + k .—, k eZ. Khi dó : 

4 2 

3cos 2 x—eos xsin x 


>s2x 


= -J3cc 


c (5.1) 


Pt(5.1) 

o(V3, 


— = V 3 eos x- sin x 


eos a - sin j 


2cos2x 

| -2^-^cosx-sinxjcos2x = 0 


>/3cosx-sinx = 0 
■J3 eos x — sin x = 2cos 2x 


( = ~ + k2n (keZ 

n , 2 k 
c = + k — 


Váy phuong trinh có 3 ho nghiém. 


, __ . , , , 2(cos 4 x—sin 4 x) + l r- 

Vi du 5.2. Giai phuong tnnh :---= V3cosx + sinx (5.2) 


Dk: x ± — + k2n, k e Z. Khi dó 
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Pt(5.2) o 2cos 2 x - 2sin 2 x+ 1 = 2cos ^ - y j(-«/3 eos x + sin x ) 

<=> 3 eos 2 x— sin 2 x = 2 eos í ^ - y j ( y¡3 eos x + sin x j 

«(V3 eos x + sin; i^-V^cos-r-sin x) = 2cosf — — — V>/3 eos x+sin 


V3cos;t + sm.x = 0 
•ficosx — sinx = 2cos| ———I 

U 3 J 


-it + kA ti (k e Z). 
n 4 n 


2 3) 
cosí x-—1 = 0 


Váy phirong trinh có 3 ho nghiém. 

Vi du 5.3. Giái phirong trinh:4siní x + — 1. sinl 2x 


-1 =2cos2*-l (5.3) 


Pt(5.3)<=>4sin x 4— . sin 2x-i — -1 = 2cos2a-2cos- 


—sin x h— sin x - 
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s T + 6j =0 

siníx-—1 = 0 < 


sin x ~~ 


1 


3 

= 7t + k2jt 


Váy phuong trinh có 4 ho nghiém. 

C. BÁI TÁP TU’ONG TU' 

1. sin2Ar+2cos2jc = l + sina:—4cosx 

2. 2sin2.*;—cos2;t=7sin;c+2cosA-—4 

3. 9sin;t + 6cos.x —3sin2x+cos2x = 8 

4. 4(sin 4 x +eos 4 x) + >/3sin4x = 2 
1 . 


6. (sin 2x + y¡3 eos 2x ) 2 - 5 = cos(2* - —) 

6 

_ . „ 1-cos2jc 

7. l + cot2:c =-r- 

sin - 2x 

8. eos 4 *+sin 4 (;c + — ) = — 

4 4 

9. 2V2(sinx+cosx)cosx = 3 + cos2j: 

10. cosj:+-73sinA: =-Í- 

cosx+v3sin:c + l 


l + 2sin2x 
12. 2sin3x-— = 2cos3x + 
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14. sin—= 5cos^ASÍn — 

2 2 

15. tan^(A — —) = tan a — 1 

4 


Hiróng dan giái mñt so bái táp 


1. sin 2 a+ 2cos 2x = 1+sin x —4cos x 

O 2 sin x eos x + 2(2cos 2 a - 1) -1 - sin a + 4cos x = 0 
o sin a(2cos x -1) + 4cos 2 x + 4cos x - 3 = 0 
<=> sin a(2cos x -1) + (2 eos x -1)(2 eos x+ 3) = 0 
<=> (2cos a- - l)(2sin x + 2cos a + 3) = 0 


2. 2súi2a— cos2A = 7sinA+2cosA—4 

o 4sin acosa— (l-2sin 2 A)-7sinA — 2cosa+ 4 = 
o 2cos a(2síh a -1) + (2sin 2 a—7süia + 3) = 0 
<=> 2cos a(2súi a -1) + (2 sin a - l)(sin a - 3) = 0 
<=> (2sin a - l)(2cos a + sin a - 3) = 0 


2sinA —1 = 0 

< 

[^2 eos A+sinA = 3,(vn) 


x = — \-k2x 


5^ , ~ 

= — + k2jr 


3. 9sinA + 6cosA—3sin2A + cos2A = 8 

<=>6sin acosa — 6cosA + 2sin 2 a— 9sinA+7 = 0 
<=> 6 eos A(sin a — 1) + (sin a -1)(2 sin a — 7) = 0 
<=> (sin a - l)(6cos a + 2sin a - 7) = 0 


= 1 


- + k2jt 


L6cosa+2shia = 7 
4. 4(sin 4 a+ eos 4 a) + \¡3 sin 4a = 2 

<=> 4{(sin 2 a +eos 2 a) 2 — 2sin 2 acos 2 a] + -J3 sin 4a = 2 
<=> 4(1 -—sin 2 2a) + -J3 sin 4a = 2 <=> eos 4a + y¡3 sin 4a = -2 
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4 2 

Jt , K 

- + k — 

12 2 

5. 1 + sin 3 2x + eos 3 2x = —sin 4x 
2 

<=> 2 — sin 4x+ 2(sin 2x +eos 2x)(l — sin 2xcos 2x) = 0 

<=> (2—sin 4x) + (sin 2x + eos 2x)(2 - sin 4x) = 0 

<=> (2 - sin 4x)(sin 2x + eos 2x+1) = 0 <=> sin 2x+eos 2x = -1 


. ^ y¡2 

<=> sin(2x + —) = —— <=> 


7. Diéu kién: sin 2x^=0c 


1 - eos 2x 


l + cos2x 


^ j + cos2x _ 1 

sin2x l + cos2x 

<=> sin 2x(l+eos 2x)+eos 2x(l + eos 2x) = sin 2x 
o sin 2xcos 2x + eos 2x(l + eos 2x) = 0 eos 2x(sin 2x + eos 2x+1) = 0 

f cos2x = 0 

<=> 

^sin 2x+eos 2x =—1 
+cos2x = 0 <=> x = — + k — 


Váy,phirong trinh có nghiém: x = — + k — 

8. cos 4 x + sin 4 (x + —) = — <=>—(l+cos2x) 2 + —[l-cos(2x+—)] 2 = 
4 4 4 4 2 

<=> (1+eos 2x) 2 + (1 + sin 2x) 2 =1 <=> sin 2x+eos 2x = -1 
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5> COS(2*-) = COS- <=> 


ll.Diéukién: sin2*;¿— 


- 1 -kn 

4 

- + k7T 


12 
Ire 

X -+ kit 


keZ 


l + 2sin2* 
sin * + eos *—eos 3 *+ eos 3*+sin 3 * 

1 + 2sin2* 

(sin 3* + sin *) + eos * 2 sin 2*cos * + eos x 


l + 2sin 2x 
_(2sin*+Ileos* 

= 5- =5cos. 

l + 2sin2* 

(1) <=> 5 eos * = eos 2x +3 <=> 2cos 2 * - 5 eos * + 2 = 0 

1 , x , „ 

<=> eos ,V = — <=> x = ±— + k27l 

2 3 

12. Diéu kién: sin 2x 0 <=> * k — 


(*) <=> 2(sin 3x - eos 3*) = — 


sin* eos* 


> 2(sin * + eos *)[3—4(sin' * - sin *cos * + eos" *)] = 


sin *+eos* 


í> 2(sin* + cos*)(— l + 4sin*cos*) 

> (sin*+cos*)(-2 + 8sin*cos* 

2 

í> (sin * + eos *)(4sin 2*- 

sin 2* 

$ (sin * + eos *)(4sin" 2*—2sin 2*—2) = 0 


sin * +eos* 
sin*cos* 

i 

-)=o 


sin*cos* 
2 ) = 0 
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sin a + eos a = 
4sin 2 2A-2sin2A 


sin 2 a = 1 < 

sin2x = -l/2 


1 . 


1 


<=> eos x eos 2a + eos 2 x + sin a- eos 2x — sin acosa = 1 
o eos 2x(sin x+ eos x) +1—sin 2 a - sin acos a —1 = 0 
<=> eos 2a(súi a + eos a) - sin A(sin a +eos a) = 0 
<=> (sin a+ eos a)(cos 2a —sin a) = 0 
<=> (sin a +eos a)(— 2 sin 2 a —sin a +1) = 0 
sinA + cosA = 0 
:sin 2 A + sinA —1 = 0 


tanA = -1 
sin a = -1 < 
sinA = l/2 


14. Ta tháy: eos— = 0 <=> a = n + k2n o cosa = -1 
2 

Thay váo phuong trinh (*) ta diroc: 
sin(^ + 5k/r) = -sin(^ + k/r)khóng thóa man vói moi k 

Do dó eos—khóng lá nghiém cúa phucmg trinh nén: 

5 a a o 4 a a 1 5 3 

(*) <^> sin—eos— = 5eos Asin —eos — <=>—(sin3 a + sin 2 a) = —eos Asin a 
2 2 2 2 2 2 
3 3 

<=>3sinA—4sin A+2sinACOSA— 5cos ASÍnA = 0 
2 3 

<=>sinA(3-4sin a+2cosa-5cos a) = 0 
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•3 o 

<=> sinx(5cos x-4cos x-2cosx+l) = 0 


sinx = 0 
cosx = l 

-1 + V2T . 

5 jc =-> 

10 

-I-V2T 

sx =- 

10 

Váy.phircmg trinh có nghiém: . 


= ± árceos - 

= ± árceos 


c = kn 
= k2n 

1 + V21 
"1Ó + 
1-^ 
"1Ó + 


= k2n,x = ±árceos ^ + '^ - + k2x 


sin(-x)cos(-x)^0 sin(- 2x)^=0 


tan(- x) tan(— 1 - x) = 


1 —tanx 1 + tanx 
1 + tanx 1-tanx 


(1)<=> sin 2x+eos 2x = eos* 4x <=>1- 2sin 2xcos 2x = eos 4x 

o 1-—sin^4x = cos^4x <=>1--(1-cos^4x) = cos^4x 
2 2 

<=>2cos 4 4x-cos^4x-1 = 0 <=>cos^4x = l 

<=> 1 — eos 2 4x = 0 <=>sin4x = 0 <=>x = k — 


Váy,phuong trinh có nghiér 
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